5. cviceni - teorie

Véta 20 (derivace slozené funkce). Necht r,s € N a necht G C R*, H C R" jsou oteviené
mnoziny. Necht ¢1,...,0, € CYG),f € C*(H) a bod [¢1(z),...,¢-(x)] € H pro kazdé
x € GG. Potom slozené funkce F' : G — R danéa pfedpisem

F(z) = f(p1(2), p2(2),....¢r(2)) 2 € G,

je tiidy C! na G. Necht a € G a b= [p1(a),...,pr(a)]. Pak pro j € {1,...,s} plati

r

OF )= 2L )220y,

890]- im1 8yz- 8acj
Véta 21 (zaménnost parcidlnich derivaci). Necht i,7 € {1,...,n} a funkce f mé na okoli
*f %

bodu a € R" obé parcialni derivace Ow,07; & Day0m & tyto funkce jsou v bodé a spojité. Pak
plati
>*f O f
a) = a).
8$¢61’j axjﬁazz

Véta 22 (o implicitni funkci). Mé&me otevienou mnozinu G C R™ ! a bod [zg,y0] € G.
Uvazujme funkci F' : G — R spliiujici:

(i) FeCYq),
(ii) F(wo,y0) =0,
(iif) %5(56‘0790) # 0.

Pak existuje U okoli bodu zo (v R™) a okoli V' bodu yo (v R) takova, ze pro kazdé z € U
existuje pravé jedno y € V spliwjici F(z,y) = 0. Oznacime-li tot y jako ¢(x), pak takto
vznikla funkce ¢ € C1(U) a

OF
dp ox; (z, p(z )
— =——2———prozeclUje{l,...,n}
Oxj Gl (z,0(x))

Definice (Te¢na nadrovina). Necht G C R",a € G, f € C}(G). Pak graf funkce
T(z) = f(a) + ) fr,(a) - (2; — i)
i=1

je tecnd nadrovina ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)].

Poznamka (Prohozeni soufadnic). Chceme-li ukazat, ze zadand rovnost urcuje implicitné
zadanou funkci jinych proménnych, nez obvykle, sta¢i v postupu prohodit sourfadnice. Vizte
priklad nize.
Priklad. Ukazte, Ze rovnice 22 + y? = 1 uréuje na okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci
¢ proménné y. (nikoli proménné x).

Postup bude stejny, akorat tam, v postupu prohodime vyskyty Fl, Fé - tj. pri ovérovani
(ii1) ve vét& 22 budeme zjistovat, zda F.(xg,yo) # 0 atd.
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Navod

anulujeme rovnici a nenulovou stranu ozna¢ime jako F(z,y), resp. F(x,y, 2)
e spocteme parcialni derivace

e ovéfime predpoklady véty 22

dle véty 22 spocteme ¢, (2o, Yo), resp. ¢%(zo, Yo, 20), ¥y (0, Yo, 20)

dosadime spoctené do te¢né nadroviny z definice

Vypocet druhé derivace ¢ pomoci Fetizkového pravidla (véty 20)
Mame ¢ (1) = — =

Zderivovanim podle x dostaneme
FE e@) - Fy (@, p(2) = Fy(z,e(x)) - 5 F(x,¢(x))
5 .
(Fy(x, p(2)))
Podle tetizkového pravidla plati nasledujici.

Rl pla) = (FUr, (@), - 9o (@) + (Fala, p(a)), - 92 (@) =

Ox
=F,, (z,0(x)) + F,, (z,0(x)) - ¢ (2)

¢ (x) =

ox r Op

Py (@, 0(x) = (Fy(z, o)), - 5,8+ (Fy(z, (), 9, (&) =

= F), (z,0(x)) + Fy, (z,0(2)) - ' (2)

Dostavame tedy, ze

(Fie + F2y-¢') - Fy — f;é By + Fyy - ¢)
()

1

Y =
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